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ДВУМЕРНО-ПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕТКИ. 
ЧАСТЬ I.   НАЧАЛЬНО-КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ И ТОЧНЫЕ ПОГЛОЩАЮЩИЕ УСЛОВИЯ 
ДЛЯ ПРЯМОУГОЛЬНОГО КАНАЛА ФЛОКЕ 
 
 Представлены аналитические результаты, составляющие теоретический фундамент для численного решения задач о 
рассеянии электромагнитных волн двумерно-периодическими структурами во временной области. Приведена математически стро-
гая формулировка соответствующих начально-краевых задач, включающая, в частности, точные поглощающие условия на вирту-
альных границах в поперечном сечении прямоугольного канала Флоке. Использование этих условий позволяет свести исходную 
начально-краевую задачу с бесконечной областью анализа к эквивалентной закрытой задаче в ограниченной области, допускающей 
численное решение с помощью известных конечноразностных алгоритмов. Ил. 1. Библиогр.: 13 назв. 
 Ключевые слова: начально-краевая задача, двумерно-периодическая решетка, точные поглощающие условия. 
 
 Строгие электродинамические модели  
одномерно-периодических решеток начали появ-
ляться в 1970-е гг., когда соответствующие теорети-
ческие задачи были рассмотрены с позиций класси-
ческих математических дисциплин: математической 
физики, вычислительной математики, теории диф-
ференциальных и интегральных уравнений. На этом 
этапе значительный вклад в развитие современной 
электромагнитной теории дифракционных решеток 
внесли ученые украинской и французской радио-
физических школ (В. П. Шестопалов, Л. Н. Литви-
ненко, С. А. Масалов, В. Г. Сологуб, А. А. Кири-
ленко, R. Petit, D. Maystre, M. Neviere, P. Vincent, 
A. Roger, J. Chandezon и др.) [1–7]. Над обобщени-
ем и развитием результатов, полученных в те годы, 
и сейчас работают многие специалисты в разных 
странах – периодические структуры, как и раньше, 
в числе наиболее востребованных дисперсионных 
элементов, позволяющих вести эффективную по-
ляризационную, частотную и пространственную 
селекцию сигналов. Новые знания о физике соот-
ветствующих волновых и колебательных процес-
сов находят воплощение в принципиально новых 
узлах и устройствах гига-, терагерцевого и оптиче-
ского диапазонов, в новых материалах с включе-
ниями, размеры которых измеряются в микро- и 
нанометрах, в новых схемах оперативного измере-
ния параметров различных искусственных и при-
родных материалов и сред. 
 Однако возможности классических дву-
мерных моделей ограничены. И в теории, и на 
практике все чаще возникают задачи, требующие 
анализа трехмерных, векторных моделей перио-
дических структур. Построение таких моделей, 
по нашему мнению, должно базироваться на 
представлениях временной области и быть ориен-
тированным на реализацию сеточными мето-
дами [8, 9]. В этом нас убеждает опыт работы с 
двумерными моделями [6, 7], а также следующие 
хорошо известные факты:  
− подходы временной области свободны от 
идеализаций, присущих методам частотной об-
ласти;  
− они более универсальны благодаря мини-
мальным ограничениям, накладываемым на гео-
метрические и материальные параметры иссле-
дуемых объектов;  
− они позволяют использовать явные вычис-
лительные схемы, не требующие обращения ка-
ких-либо операторов;  
− результаты, полученные в рамках методов 
временной области, легко трансформируются в 
стандартный набор частотных характеристик.  
 Добавим, что в последние годы были  
построены и широко апробированы нелокаль-
ные и локальные точные поглощающие условия 
(см., например, [6]), позволяющие заменять от-
крытые начально-краевые задачи электродинами-
ческой теории решеток эквивалентными закры-
тыми задачами, предложены и реализованы уско-
ренные конечно-разностные схемы с этими усло-
виями на основе быстрого преобразования Фурье 
для исследования резонансных структур различ-
ного вида [10]. Это существенно снизило требо-
вания к ресурсам компьютеров, используемых в 
вычислительных экспериментах. Доступными для 
многих стали и быстрые многопроцессорные вы-
числительные комплексы, в частности, кластеры 
новой компьютерной сетевой технологии Grid 
Европейского центра ядерных исследований. 
 Очевидно, что наличия мощной вычисли-
тельной техники недостаточно для успешного 
решения даже простейших решеточных задач. 
Реализуемая на компьютере вычислительная схе-
ма должна быть устойчивой и сходящейся, по-
грешность счета – предсказуемой, а результаты 
счета – допускающими однозначное физическое 
толкование. Эти требования обеспечиваются тео-
ретическим анализом, проводимым на всех эта-
пах построения модели (постановка краевых и 
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начально-краевых задач, определение классов 
корректности этих задач, исследование качест-
венных характеристик особенностей аналитиче-
ского продолжения решений модельных краевых 
задач в область комплексных значений частотно-
го параметра и т. д.; см., например, [6, 7]). 
 Данная работа посвящена изложению 
ряда аналитических результатов, составляющих 
теоретическую основу для численного решения 
начально-краевых задач теории двумерно-
периодических структур. В разд. 1 и 2 размещены 
общие сведения, необходимые для постановки 
модельных задач электродинамической теории 
решеток, а разд. 3 и 4 работы посвящены пробле-
мам корректного и эффективного ограничения 
пространства счета в задачах, описывающих про-
странственно-временные трансформации электро-
магнитных волн в трехмерных периодических 
структурах.  
 1. Фундаментальные соотношения. 
Краевые и начально-краевые задачи для системы 
дифференциальных уравнений Максвелла лежат 
в основе электромагнитной теории частотной и 
временной областей. Решения этих задач описы-
вают физические процессы пространственно-
частотных и пространственно-временных транс-
формаций электромагнитного поля в различных 
структурах: дифракционных решетках, волново-
дах, открытых резонаторах, излучающих элемен-
тах антенн и др. В настоящей работе мы будем 
исходить из следующей системы уравнений: 
 
( )
( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( );,,,
,,,
,rot0
tgJtgEtg
t
tgEtgtgE
tgH



+×+
+
∂
∗+∂
=
=
σ
ε
χ
χ
η
           (1) 
 
( )
( ) ( ) ( )[ ]
,
,,,
,rot
0 t
tgHtgtgH
tgE
∂
∗+∂
−=
=


µχη
           (2) 
 
представляющей собой систему роторных урав-
нений Максвелла для электромагнитных волн, 
распространяющихся в стационарной, локально-
неоднородной, изотропной и дисперсной сре-
де [9, 11]. Здесь ( ) { }zyx EEEtgE ,,, =

 и ( ) =tgH ,

 
{ }zyx HHH ,,=  – векторы напряженности элек-
трического и магнитного полей; ( ) 21000 εµη = – 
импеданс свободного пространства; 0ε  и 0µ – 
электрическая и магнитная постоянные вакуума; 
( ) ( )tgjtgJ ,, 0


η= , ( )tgj ,

– плотность сторонних 
токов; ( )tg,εχ , ( )tg,µχ  и ( )tg,σχ – электричес-
кая, магнитная восприимчивости и восприимчи-
вость проводимости; { }zyxg ,,=  – это точка в 
пространстве 3R ; x, y и z – декартовы коорди-
наты. Через ( ) ( ) ( ) ( ) τττ dftftftf ∫ −=∗ 2121  мы 
обозначаем операцию свертки. Для всех физиче-
ских величин используется система единиц СИ. 
Отметим, что временная переменная t  представ-
ляет собой произведение реального времени на 
скорость распространения света в вакууме и из-
меряется, соответственно, в метрах. 
 В случае, когда в некоторой области 
3RG ⊂  частотная дисперсия отсутствует, для 
точек Gg ∈  мы имеем: ( ) ( ) ( )[ ]1, −= gttg εδχε , 
( ) ( ) ( )[ ],1, −= gttg µδχµ  ( ) ( ) ( )gttg σδχσ =, , где 
( )tδ – дельта-функция Дирака. Уравнения (1) и (2) 
принимают вид 
 
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( );,,,
,rot0
tgJtgEg
t
tgE
g
tgH



++
∂
∂
=
=
σε
η
           (3) 
 
( ) ( ) ( )
t
tgHgtgE
∂
∂
−=
,,rot 0


µη ,           (4) 
 
где 00σησ = , ( )g0σ – удельная проводимость 
локально-неоднородной среды ( ( ) 00 ≥gσ ), а 
( )gε  и ( )gµ – ее относительные диэлектрическая 
и магнитная проницаемости. В свободном про-
странстве (в вакууме) ( ) ( ) 1== gg µε , а ( ) 0=gσ , 
и мы можем рассматривать следующие вектор-
ные задачи [6], которые эквивалентны (1), (2): 
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Здесь ∆ – оператор Лапласа. Оператор 
( )21graddivgrad ρρ +=E

 (входящие в него функ-
ции ( )tg,1ρ  и ( )tg,2ρ  описывают объемную 
плотность индуцированных и сторонних электри-
ческих зарядов) в векторных уравнениях для 
поля E

 может быть опущен, поскольку [6] в одно-
Л. Г. Величко и др. / Двумерно-периодические решетки… 
_________________________________________________________________________________________________________________ 
5 
родной среде 1const( ≥=ε  и )0const ≥=σ  
( ) ( ) ( )εσρρ tgtg −= exp0,, 11 , и если ( ) 00,1 =gρ , то 
( ) 0,1 =tgρ  для любого 0>t . Оставшееся слагае-
мое 2grad ρ  можно перенести в правую часть 
волновых уравнений, определяющую токовые 
источники электрического поля. 
 2. Область анализа, граничные и на-
чальные условия. Уравнения (1)–(6) – это урав-
нения гиперболического типа [12]. Начально-
краевая задача для них должна включать началь-
ное (при )0=t  и граничные (на всех внешних и 
внутренних границах области анализа Q) условия. 
В трехмерных векторных или скалярных задачах 
область анализа Q представляет собой часть про-
странства 3R , ограниченную поверхностями S, 
являющимися границами областей Sint , запол-
ненных идеальным проводником: SRQ int\3= . 
В так называемых открытых задачах область ана-
лиза Q может простираться до бесконечности 
вдоль одного или нескольких пространственных 
направлений.  
 Система граничных условий для начально-
краевых задач формулируется следующим обра-
зом [11]: 
• На поверхности идеального проводника S 
тангенциальная компонента вектора напряженно-
сти электрического поля равна нулю для всех 
времен наблюдения t: 
 
.0,0),( ≥=
∈
ttgE
Sgtg
           (7) 
 
Кроме того, на поверхности S нормальная компо-
нента вектора напряженности магнитного поля 
равна нулю – ( ) 0, =∈Sgnr tgH  – и функция 
( )
Sgtg
tgH
∈
,  определяет так называемые поверх-
ностные токи, порождаемые на S  внешним электро-
магнитным полем ( ) ( ){ }tgHtgE ,,,  . 
• На поверхностях σµε ,,S  разрывов мате-
риальных свойств среды, так же, как и во всей 
области Q, тангенциальные компоненты ( )tgE ,tg  
и ( )tgH ,tg  векторов напряженности электричес-
кого и магнитного полей должны быть непрерывны.  
• В окрестностях особых точек границ об-
ласти Q (точек, в которых векторы нормали и 
касательной не определены) плотность энергии 
поля должна быть пространственно интегри-
руема. 
• Если область Q неограниченна и поле 
( ) ( ){ }tgHtgE ,,,   порождается источниками, носи-
тели которых ограничены в Q, тогда для любого 
конечного временного интервала ( )T;0  можно 
построить виртуальную границу QM ⊂ , доста-
точно удаленную от источников, такую, что  
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 Начальные условия (в момент времени 
0t = ) задают исходное состояние системы, изме-
няющейся затем (при 0t > ) согласно дифференци-
альным уравнениям и граничным условиям. На-
чальные состояния ( ),0E g

 и ( ),0H g

 в системе 
(1), (2) или системе (3), (4) такие же, как и ( ),0E g
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дифференциальных формах второго порядка 
(относительно t), к которым сводятся (1), (2) или 
(3), (4), если исключить вектор H

 (вектор )E

 
(см. (5), (6)). Таким образом, систему уравнений 
(5), например, следует дополнить начальными 
условиями вида 
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Функции ( )gϕ , ( )gψ  и ( )tgF HE ,,

 )0( >t  (функ-
ции, описывающие мгновенные и токовые источ-
ники) обычно имеют ограниченный носитель в 
замыкании области Q. Токовые источники разде-
ляют на жесткие и мягкие [9]: мягкие источники 
не имеют материальных носителей и поэтому не 
рассеивают электромагнитные волны. Мгновен-
ные источники обычно используются, чтобы за-
дать импульсную волну возбуждения ( )tgU i ,

: 
( ) ( )0,gUg i


=ϕ  и ( ) ( )[ ] .,
0=
∂∂=
t
ttgUg


ψ  Сам им-
пульсный сигнал ( )tgU i ,

 должен удовлетворять 
соответствующему волновому уравнению и 
принципу причинности. Следует также убедиться, 
что до момента времени 0=t  импульсный сиг-
нал не контактировал с рассеивающим объектом. 
 Последнее очевидно невозможно, если 
бесконечная структура (например, решетка) воз-
буждается плоской импульсной волной, распро-
страняющейся в направлении, отличном от нор-
мали, к какой-либо бесконечной границе. Такие 
волны «заметают» часть поверхности рассеивате-
ля к любому моменту времени. В результате ма-
тематически корректное моделирование стано-
вится невозможным: входные данные, необходи-
мые для постановки начально-краевой задачи, 
определяются фактически решением этой задачи. 
 3. Временная область: начально-
краевые задачи. Векторная задача, описываю-
щая нестационарное поле вблизи решетки, гео-
метрия которой представлена на рисунке, имеет 
вид 
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Здесь Q – замыкание области Q; ( )tg,,, σµεχ – 
кусочно-непрерывные функции. Предполагается, 
что поверхности S достаточно гладкие, а также 
(здесь и при рассмотрении других начально-
краевых задач), что выполняются условия непре-
рывности для тангенциальных компонент векто-
ров напряженности электромагнитного поля, если 
это необходимо. Область анализа SRQ int\3=  
занимает практически все пространство 3R .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Общая геометрия задач 
 
 Для такой области задача эффективно 
разрешима только в двух следующих случаях:  
• Задача (10) вырождается в обычную за-
дачу Коши ( ∅=Sint , среда однородна, недис-
персна, и носители функций ( )tgJ ,

 и ( )( )gHEϕ

 
ограничены). С некоторыми несущественными 
ограничениями на функции источников классиче-
ское и обобщенное решение задачи Коши сущест-
вует, единственно и описывается известной фор-
мулой Пуассона [12]. 
• Функции ( )tgJ ,

 и ( )( )gHEφ

 имеют такую 
же симметрию смещения, как и периодическая 
структура. В этом случае область анализа можно 
сократить до { }yxN lylxQgQ <<<<∈= 0;0: , 
дополняя задачу (10) условиями периодичности [7] 
на боковых поверхностях прямоугольного канала 
Флоке { }yx lylxRgR <<<<∈= 0;0:3 . 
 Область анализа можно сократить до NQ  
и в более общем случае, объекты анализа при 
этом не вполне физичны (комплексные источни-
ки и поля). Однако путем простых математиче-
ских преобразований все результаты могут быть 
представлены в привычной, физически коррект-
ной форме. Существует ряд причин (одну из них 
мы указали в разд. 2), почему моделирование фи-
зически реализуемых ситуаций в электромагнит-
ной теории решеток следует начать с анализа на-
чально-краевых задач для образов 
( )yxN tgf ΦΦ ,,,  функций ( )tgf , , описывающих 
реальные источники: 
( )
( )
( ) .,,,
2exp
2exp,,,
,
∫ ∫
∫ ∫
∞
∞−
∞
∞−
∞
∞−
∞
∞−
ΦΦΦΦ=
=ΦΦ







Φ×
×





ΦΦΦ=
=
yxyx
N
yx
y
y
x
xyx
ddtgf
d
l
yi
l
xitzf
tgf
π
π
         (11) 
Из (11) следует 
( )
( ),,,,,,
,,,,,
2
yx
N
Ni
yxx
N
N
tzyx
x
f
fe
tzylx
x
f
f
x ΦΦ








∂
∂
=
=ΦΦ+








∂
∂
Φπ
( )
( )yx
N
Ni
yxy
N
N
tzyx
x
ffe
tzlyx
x
ff
y ΦΦ








∂
∂
=
=ΦΦ+








∂
∂
Φ ,,,,,
,,,,,
2π
 
или, в других обозначениях, –  
 
[ ]( ) [ ]( )yxfDeylxfD NixN x ,, 2 Φ=+ π ,
[ ]( ) [ ]( )yxfDelyxfD NiyN y ,, 2 Φ=+ π . 
 
Использование вышеупомянутых условий огра-
ничивает область анализа до области NQ , яв-
ляющейся частью канала Флоке R, и это позволя-
ет нам переписать задачу (10) в следующем виде: 
z  
L  
A  +L  
σµε ,,S  
0  
y  
h  
x  
S  
xl  yl  
−L  B  
L−  
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( )
( )
( )
( ) ,,,,
,
;,,,
,
∫ ∫
∫ ∫
∞
∞−
∞
∞−
∞
∞−
∞
∞−
ΦΦΦΦ=
=
ΦΦΦΦ=
=
yxyx
yxyx
N
ddtgH
tgH
ddtgE
tgE




         (12) 
и 
( )
( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )
( )[ ]( )
( )[ ]( )
( )[ ]( )
( )[ ]( )
( ) ( )
























≥==
≤≤=
=
≤≤=
=
∈==
>∈
∂
∗+∂
−=
=
+∗+
+
∂
∗+∂
=
=
∈∈
Φ
Φ
.ttgHtgЕ
lxxHEDe
lxHED
lyyHEDe
ylHED
Qg(gHggЕ
tQg
t
tgHtgtgH
tgE
tgJtgEtg
t
tgEtgчtgE
tgH
Sg
N
nrSg
N
tg
x
NNi
y
NN
y
NNi
x
NN
NN
H
NN
E
N
N
NN
N
NN
NN
N
y
x
g
0,0,,0,
,0,0,
,
,0,,0
,
,),0,,0,
,0,
,
,,,
,rot
,,,,
,,,
,rot
2
2
0
0













π
π
µ
σ
ε
ϕϕ
χ
η
χ
η
 (13) 
 Известно [6–8], что начально-краевые 
задачи для уравнений, представленных ранее, 
можно сформулировать таким образом, что они 
будут однозначно разрешимы в пространстве Со-
болева ( )TQW 12  ( )( )TQQT ;0×= , где Tt ≤≤0 – 
интервал времени наблюдения. Исходя из этого 
факта, далее везде предположим, что задача (13) 
для всех [ ]Tt ;0∈  имеет обобщенное решение из 
пространства ( )TNQW ,12  и что в этом пространст-
ве справедлива теорема единственности. Здесь 
( )T;0  и [ ]T;0 – открытые и закрытые интервалы, 
( )GW nm – множество всех элементов ( )gf

 из 
( )GLm , имеющих обобщенные производные до 
порядка n  включительно из пространства ( )GLm . 
( )GLm – пространство функций ( ) { }zyx fffgf ,,=

 
),( Gg∈  для которого функции ( ) mzyx gf ,,  интегри-
руемы в G. 
 4. Точные поглощающие условия для 
прямоугольного канала Флоке. В этом разделе 
мы приведем ряд важных результатов по эффек-
тивному ограничению пространства счета в от-
крытых трехмерных начально-краевых задачах 
электромагнитной теории решеток. В разд. 3 пу-
тем перехода к неким специальным преобразова-
ниям для функций, описывающих физически реа-
лизуемые источники, мы свели такие задачи для 
бесконечных решеток к задачам рассеяния неста-
ционарных волн компактными неоднородностями 
в прямоугольном канале Флоке R  или, другими 
словами, в прямоугольном волноводе с гранич-
ными условиями квазипериодичности. Продол-
жим ограничение пространства счета и редуциру-
ем область анализа NQ  до { }LzQgQ NNL <∈= :  
(предполагается, что все источники поля и неод-
нородности канала Флоке R  лежат в этой облас-
ти), а именно построим для виртуальных границ 
±L  )( Lz ±=  области 
N
LQ  такие условия, подклю-
чение которых к (13) не изменит класс коррект-
ности задачи и ее решение ( )tgE N ,

, ( )tgH N ,

. 
Это так называемые точные поглощающие усло-
вия, теория которых подробно изложена в рабо-
тах [6, 7, 10, 13].  
 Опустим верхний индекс N  у всех вели-
чин из (13) и представим решение ( )tgE ,

 этой 
задачи в замыкании областей { }LzRgA >∈= :  и 
{ }LzRgB −<∈= :  в следующем виде: 
( ) ( ) ( )
{ } .t
Lz
Lz
Ryx
yxtzutgE
z
mn
mn
mn
0,,,
,,,,
,
≥






−≤
≥
∈
= ∑
∞
−∞=
± µ


          (14) 
 
Здесь ( ) ( ),00 yxz lylxR <<×<<=  ( ){ }yxmn ,µ  
...),2,1,0,( ±±=mn – полная в ( )zRL2 , ортонорми-
рованная система функций ( ) ( ) ×= − 2/1, yxmn llyxµ  
( ) ( );expexp yixi mn βα×  ( ) ;2 xxn ln+Φ= πα  
( ) yym lm+Φ= πβ 2  и 222 mnmn βαλ += . Пространст-
венно-временные амплитуды ( )tzu mn ,±

 при Lz ≥  
и Lz −≤  удовлетворяют уравнениям 
 
( )
( ) ( )






=
∂
∂
=
>=








−
∂
∂
+
∂
∂
−
=
±±
±
.0,,00,
,0,0,
0
2
2
2
2
2
t
mnmn
mnmn
tzu
t
zu
ttzu
zt


λ
          (15) 
 
Формулы (14) и (15) получаем, разделяя пере-
менные в однородных краевых задачах для урав-
нения [ ] ( ) 0,22 =∂∂−∆ tgEt   (см. формулу (5)) – в 
областях A  и B  ( ) 0,divgrad =tgE

 и ( ) 0, =tgFE

; 
предполагается также, что к моменту времени 
0=t  поле, порожденное токовыми и мгновенны-
ми источниками, которые сосредоточены в LQ , не 
успевает дойти до границ ±L . 
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 Для решений ( )tzu mn ,±

 векторных задач 
(15), так же, как и в случае таких же скалярных за-
дач [7], получаем 
( )
( )[ ] ( ) −≥±′−=
=±
∫ ±
±
0,,
,
0
0 tdLutJ
tLu
t
nmnm
nm
τττλ



         (16) 
нелокальные точные поглощающие условия для 
пространственно-временных амплитуд поля 
( )tgE ,

 в поперечных сечениях Lz ±=  канала 
Флоке R. Из (16) и (14) следуют уравнения 
( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )
{ } 0,,
,~~~,~,,
~,~
,,,,
*
0 0
, 0
0
≥∈












∂
∂
×
×




−=±
∫ ∫
∑ ∫
±=
∞
−∞=
tRyx
dydxdyxz
zyxE
tJyxtLyxE
z
nm
l l
Lz
mn
t
nmnm
x y
τµτ
τλµ



 
и 
( )
( ) { }
( )
( ) { }
( )
( ) { }
[ ]( )
[ ]( )
[ ]( )
[ ]( )



















≥≤≤=
=
≤≤=
=
∈=
∂
∂
=
=
>∈
∂
∂
=
=
















∂
∂
+
∂
∂
−
∂
∂
≥∈
∂
∂
=
=±
Φ
Φ
=
=
±=
∫
.tlxxWDe
lxWD
lyyWDe
ylWD
Ryx
t
tyxW
tyxW
tRyx
z
tgE
tyxW
yxt
tRyxd
t
tyxW
tLyxE
xE
i
yE
yE
i
xE
z
t
E
tE
z
Lz
E
z
E
y
x
0,0,0,
,
,0,,0
,
,,,0
,,,
,,,
,0,,,
,
,,,sin
;0,,,
,,,2
,,,
2
2
0
0
2
2
2
2
2
2
2
2
0











π
π
π
ϕ
ϕ
ϕϕ
ϕ
ϕ
π
      (18) 
Это точные нелокальные и локальные погло-
щающие условия для поля ( )tgE ,

 на виртуаль-
ных границах ±L  области LQ . Здесь ( )xJm  – ци-
линдрические функции Бесселя, ( ) =±′± τ,Lu mn

 
( )
Lzmn
zzu
±=
± ∂∂= τ,

, символ ∗  означает комплекс-
ное сопряжение, ( )ϕ,,, tyxWE

 – некая вспомогатель-
ная функция, а 20 πϕ ≤≤ – числовой параметр. 
 Очевидно, что таким же условиям на гра-
ницах ±L  удовлетворяет и поле ( )tgH ,

 уходящих 
в области A  и B  импульсных волн 
( ) ( ) ( ){ }tgHtgEtgU ,,,,  = . Вместе условия для поля 
( ),E g t

 и для поля ( ),H g t

 (пары нелокальных 
или локальных условий) сокращают область ана-
лиза (пространство счета) задачи (13) до части LQ  
канала Флоке R, содержащей все его неоднород-
ности и источники, возмущающие периодиче-
скую структуру. 
 Предположим теперь, что к источникам 
( )tgJ ,

, ( )gEϕ

 и ( )gHϕ

 задачи (13) добавляются 
источники ( ),, tgJ A

 ( )gAEϕ

 и ( ),gAHϕ

 располо-
женные в области A  и порождающие здесь им-
пульсную волну ( ) ( ) ( ){ }tgHtgEtgU iii ,,,,  = , набе-
гающую в моменты времени 0>t  на виртуаль-
ную границу +L . Считаем, что поле волны 
( )tgU i ,

 отлично от нуля только в области A.   
Поскольку условия (17), (18) остаются в силе для 
любых импульсных волн, уходящих через грани-
цы ±L  в направлениях ±∞=z  [7], то определе-
ние полного поля ( ) ( ){ }tgHtgE ,,,  , формируемого 
решеткой, сводится к решению начально-краевой 
задачи (13) в области LQ , на границе −L  которой 
ставятся те же условия (17) или (18), а на границе 
+L – условие 
( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )
{ } 0,,
,~~~,~
,,~,~
,,,,
*
0 0
, 0
0
≥∈












∂
∂
×




−−=
∫ ∫
∑ ∫
±=
∞
−∞=
tRyx
dydxdyx
z
zyxE
tJyxtLyxE
z
nm
l l
Lz
mn
t
nmnm
s
x y
τµ
τ
τλµ


 
 
или условие 
 
( )
( ) { }
( )
( ) { }
( )
( ) { }
[ ]( )
[ ]( )
[ ]( )
[ ]( )



















≥≤≤=
=
≤≤=
=
∈=
∂
∂
=
=
>∈
∂
∂
−=
=
















∂
∂
+
∂
∂
−
∂
∂
≥∈
∂
∂
=
=
Φ
Φ
=
=
=
∫
.tlxxWDe
lxWD
lyyWDe
ylWD
Ryx
t
tyxW
tyxW
tRyx
z
tgE
tyxW
yxt
tRyxd
t
tyxW
tLyxE
xE
i
yE
yE
i
xE
z
t
E
tE
z
Lz
s
E
z
E
s
y
x
0,0,0,
,
,0,,0
,
,,,0
,,,
,,,
,0,,,
,
,,,sin
;0,,,
,,,2
,,,
2
2
0
0
2
2
2
2
2
2
2
2
0










π
π
π
ϕ
ϕ
ϕϕ
ϕ
ϕ
π
      (20) 
(17) 
(19) 
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Здесь ( ) ( ) ( ){ } ( ) −== tgUtgHtgEtgU sss ,,,,,   
( )tgU i ,

−  Ag∈( , )0>t  – импульсная волна, 
уходящая в направлении +∞=z . Она порождает-
ся падающей волной ( )tgU i ,

 («отражение» от 
мнимой границы +L ) и источниками ( )tgJ ,

, 
( )gEϕ

 и ( )gHϕ

. 
 Выводы. Таким образом, дана строгая 
математическая формулировка начально-краевых 
задач о рассеянии электромагнитных волн дву-
мерно-периодическими структурами. Сформули-
рованы точные локальные и нелокальные погло-
щающие условия для пространственно-времен-
ных амплитуд электромагнитного поля на вирту-
альных границах в поперечном сечении канала 
Флоке. Включение этих условий в начально-
краевую задачу позволяет сократить бесконечную 
область анализа до ограниченной части канала 
Флоке, которая включает все источники и неодно-
родности. Тем самым открытая задача для беско-
нечной области может быть сведена к эквива-
лентной закрытой задаче, которая, в свою оче-
редь, может быть эффективно решена численно с 
помощью метода конечных разностей. 
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L. G. Velychko, A. A. Kryvchikova, Yu. K. Sirenko 
 
TWO-DIMENSIONALLY PERIODIC GRATINGS. 
PART I. INITIAL BOUNDARY-VALUE PROBLEMS 
AND EXACT ABSORBING CONDITIONS FOR 
THE RECTANGULAR FLOQUET CHANNEL 
 
 The paper presents the analytical results forming a 
theoretical basis for numerical solution of the problem on the 
electromagnetic wave scattering by two-dimensionally periodic 
structures in the time domain. The mathematically rigorous formu-
lation of the corresponding initial boundary-value problems, which 
involves, particularly, the exact absorbing conditions on virtual 
boundaries in the cross-section of the rectangular Floquet channel 
is given. The use of these conditions allows one to reduce the 
original initial boundary-value problem with an infinite domain of 
analysis to the equivalent closed problem, whose domain of analy-
sis is bounded and which can be solved numerically by the well-
known finite-difference algorithms.  
 Key words: initial boundary-value problem, two-
dimensionally periodic diffraction grating, exact absorbing condi-
tions. 
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ДВОВИМІРНО-ПЕРІОДИЧНІ ҐРАТКИ.  
ЧАСТИНА І. ПОЧАТКОВО-КРАЙОВІ ЗАДАЧІ 
ТА ТОЧНІ ПОГЛИНАЮЧІ УМОВИ  
ДЛЯ ПРЯМОКУТНОГО КАНАЛУ ФЛОКЕ 
 
 Наведено аналітичні результати, що складають 
теоретичний фундамент для числового розв’язання задач про 
розсіяння електромагнітних хвиль двовимірно-періодичними 
структурами в часовій області. Подано математично строге 
формулювання відповідних початково-крайових задач, яке 
містить, зокрема, точні поглинаючі умови на віртуальних 
межах у поперечному перерізі прямокутного каналу Флоке. 
Використання цих умов дозволяє звести вихідну початково-
крайову задачу з нескінченною областю аналізу до еквівалент-
ної закритої задачі в обмеженій області, яка допускає числове 
розв’язання за допомогою відомих скінченно-різницевих 
алгоритмів. 
 Ключові слова: початково-крайова задача, двовимірно-
періодична дифракційна ґратка, точні поглинаючі умови. 
 
